DR. VERMES MIKLOS

A gorbuleti sugarrol

Néhany olyan kérdésrol lesz sz6, amely a gorbiileti kor és a gorbiileti sugar szerepét
mutatja be, egyszersmind megismerkediink ezekkel a fogalmakkal. Kiinduldsul valasztjuk a
homoru tiikor képalkotasat. Ismeretes, hogy az r radiuszit homoru gdombtiikor t tadvolsagban
levd targyakrol k tavolsagban ad képet és a tengely kozelében haladd sugarak esetében jo
kozelitéssel érvényes ez a torvény:
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f = r/2 neve fokusztavolsag. A tengellyel parhuzamosan beesé sugarak a fokuszpontban
talalkoznak visszaver6dés utan, a fokuszpont tiikortél mért tavolsaga a fokusztavolsag. t és k
is a tiikortdl szamitandok.

Most az ellipszoid tiikor viselkedését fogjuk tanulmanyozni. Homoru tiikriink egy
forgasi ellipszoid, ennek metszetét tiinteti fel az 1. abra. Ellipszisiink fokuszai F; és F,, fél
nagytengelye AC = CB = a, fél kistengelye DC = CE = b, excentritasa F|C = CF, = c.
Ismeretes, hogy a>=b*+c% Az X ponthoz tartozod vezérsugarak ry = Fi X, r, = FX. Az
ellipszis definicidja szerint barmely pontban r; + r, = 2a.

Ellipszis alaku tiikriink A csucspont korili részét hasznaljuk, és az ellipszis
nagytengelyén helyezziik el T-ben a fényforrast. A beldle kiindulé egyik fénysugér o szoget
zar be a tengellyel és X-ben éri el a tiikrot. A beesési merdleges szerepét most r; és I
vezérsugarak szogfelezdje (XO) tolti be mint a tiikor érintkezdjének merdlegese, és ez az
egyenes mindegyik vezérsugarral y szdget alkot. Az €
beesési szoggel érkezd fénysugar ugyanakkora szoggel
verddik vissza, majd K-ban metszi a tengelyt, B
szogben. A vezérsugarak szogfelezéje y szdgben
metszi a tengelyt.

Az OTX4bol: € +a =1,

a KOXbol: =7y +e,

Osszegezve: o + =2 y. Tehat y szog a és B szdmtani
kozépérteke. Az OF,X,4 és F1OX, elhelyezkedésébdl
latszik, hogy vy a vezérsugarak A és p szogének is
szamtani kozépértéke: 2 y = A + , ezért: o + f = A + u. Ez minden kozelités nélkiil pontosan
igaz.

Ezutan a szogek helyett tavolsagokat hozunk be, de ekkor olyan kozelitéseket kell
hasznalnunk, amelyek csak a tengely kozelében haladd fénysugarak esetében engedhetdk
meg. E16sz0r is a szogek helyébe a tangenseiket irjuk:

tga + tgP = tgh + tgp,
azutan beirjuk ezek kozelitd értékeit az 1. dbra alapjan:
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h kiegyszeriisithetd, ami azt jelenti, hogy képalkotas van, vagyis minden T-bdl kiindulo
fénysugar ugyanazon K pontban taldlkozik (a kozelitéseket figyelembe véve). Az AT =t
tavolsagot targytavolsagnak, az AK = k tavolsagot képtavolsagnak nevezziik. Tovabba AF, =
a—c, AF,=a+tc, tehat
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Tehat a targytavolsag ¢és képtavolsag reciprok értékeinek 0Osszege allando. Ebben az
allandéban
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ugyanazt a szerepet tolti be, mint a gdémbtiikor (1) alatti térvényében a gdmb r radiusza. Ha
ezzel a p radiusszal készitlink el egy gombtiikrot, és ellipszistiikriink helyére tessziik, akkor a
képalkotasban semmi kiilonbséget sem talalunk. p-tol eltérd radiusza gombok esetében T
targy képe K-ndl kozelebb vagy tavolabb keletkezne. Valamennyi 1étezé kor kozil ez a p
radiuszu kor simul legjobban az ellipszishez az A csucspontban, és képalkotds szempontjabol
az ellipszistiikor p radiusza gombtiikorrel potolhatd. A (2) szerinti p radiusz neve az A
ponthoz tartozd gorbiileti sugari és a vele rajzolt kor (az 1. dbran szaggatott vonal) a gorbiileti
kor.

Az ellipszis fiiggvényébdl kovetkezik, hogy p egyenld a fokuszpontban emelt p = F,P ordinataval, az
ellipszis ugynevezett paraméterével. Hasonld szamitast végezhettiink volna el a hiperboldra vonatkozodan is.
Szamitasunk tartalmazza a gombtiikor tavolsagtorvényének levezetését is, mert kor esetébena=b=résp=r.

Eddigi gondolatmenetiink az ellipszis
csucspontjara  vonatkozott, de meg kell
vizsgalnunk az ellipszis egyéb pontjait is,
vagyis meg kell keresniink a gorbiileti sugar
nagysadgat az ellipszis tetszés szerinti
pontjahoz tartozoan. Kissé hosszabb szamitas
var rank, de az eredmény érdekes lesz. 2.
abrank ellipszis alaku tikrének Y pontjat
vizsgaljuk és optikai tengelylink az Y-ban
rajzolt érintd merdlegese, az F;YF, szog

2. 4bra szogfelez6je. Az YO optikai tengely

mindegyik vezérsugarral y szoget alkot. A

tengellyel parhuzamosan érkezé fénysugar X-ben verddik vissza a tiikorrdl, mikozben XO

szogfelezd a beesési merdleges, amelynek két oldalan talaljuk y beesési €s visszaverddési

szogeket. Ugyanez a y adja meg az XO szogfelezOnek a tengellyel alkotott XOY<) =y szogét
is. Azonnal latszik, hogy = 2y.

Az ellipszis YX ive F; fokuszbdl y,, F, fokuszbol y, szog alatt latszik. Az F{MY és
OMX haromszogekbdl, mert M-nél csucsszog van:

71+ y =7+ FX0<),
hasonloan az FoNX és ONY haromszogekbdl, az N-nél levd csticsszog folytan:
Y2+ F2XO<) =y + .
Az egyenleteket 0sszeadva, és mivel XO az F XF, szog felezdje:
Yit+y2=2y.
Erdekes, hogy v, és y, szogek szamtani kozépértéke y. Ez minden kozelités nélkiil igaz. Ezzel
[-ra vonatkozé Osszefliggésiink:

B=vi+m.
Most vessziik figyelembe, hogy YX = h iv igen kicsiny és ennek értelmében
kozelitiink. HX mer6leges rj-re, ezért HX = h cosy. Radianban kifejezve y; = HX/r; =

hcosy/r;, Ugyanigy v, = hcosy/r,. Radianban kifejezve B = h/YF. Ezeket felhasznalva:
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h kiesése azt bizonyitja, hogy a kozelitések érvényessége mellett a parhuzamosan beesd
sugarak F fokuszban taldlkoznak. A fokusztavolsag:
YE=f= hr __ hh .
(r,+r1,)cosy 2acosy
Még egy Iépés sziikséges a vezérsugarak kifejezésére. Felirjuk FYF, haromszdgre a
cosinus tételt:
(2€)’ =12 +1) =2rr,cos2y =17 + 1, =261, (2cos’ w —1) = 1> + 21,1, + 1) — 411, cos’ y =

(r, +1,)> —4rr,cos’ w = (2a)* — 4rr,cos’ y,
innen a vezérsugarak szorzata:

a’—c? b?
nr, = =

cos’y cos’y
Ezt felhasznalva a fokusztavolsag b*/2a cos’y, és a fokusztavolsag kétszerese, a gorbiileti
sugar:
b2
p=—. 3)
acos”

Ez az igen érdekes képlet adja meg altalanossagban a gorbiileti sugarat az ellipszis
tetszésszerinti pontjaban. Az ekkora radiusza kor (a 2. abran a szaggatott vonal) simul
legjobban az ellipszishez, ilyen radiusza gombtiikorrel helyettesithetjiik az ellipszistiikrot.
Erdekes, hogy az ellipszis keresztiilhalad a gorbiileti koron, mert Y-tol A felé gorbiiltebb, Y-tél
D fel¢ kevésbé gorbiilt, mint a gorbiileti kor.

(3) képletiinkben  a vezérsugarak szogének fele a fliggetlen valtozo. Az ellipszis A csiucsaban y = 0,
cosy = 1 és p = b%/a, megegyezésben (2)-vel, ekkor p-nak minimuma van, itt az ellipszis a leggorbiiltebb. Az
ellipszis D csticsaban cos y = b/a, és p = a*/b; most p-nak maximuma van, itt az ellipszis a legkevésbé gorbiilt.
Kiilonben p felirhaté a paraméterrel is: p= p/cos’y.

Nemcsak a fénytanban, hanem a mechanikdban is nagy
- szerepe van a gorbiileti kornek. Ismeretes, hogy m tomegl test r
™ radiuszu korpalyan o szogsebességgel, v tényleges sebességgel
végbemend kormozgasdhoz P = ma’r = mvY/r centripetalis er6
} szlikséges. De mi van nem korén végbemend gdrbevonalli mozgas

~__! esetében? A bolygdmozgas példdjan adunk erre valaszt.
1o Bolygénk ebben a pillanatban az F-ben all6 igen nagy M
[ tomegli Naptol RF = r tavolsagban halad v sebességgel; a sebesség
.rri merdlegese i szoget alkot r 6sszekotd egyenessel (3. abra). Ha a
/ bolygd m tomege elhanyagolhat6 a Nap tomege mellett, akkor a Nap
,ff nyugalomban levének tekinthet6. Newton felfedezése szerint a
- bolygd és a Nap kozott fmM/r* nagysigu kolcsonds vonzderd
mikodik az Osszekoté egyenes mentén (f a gravitacios allando).
3. dbra Ennek hatasara a bolygd valamilyen gorbe palyan mozog, még nem

tudjuk, milyenen.

Elészor hasznaljuk fel a tomegvonzasi erd azon tulajdonsdgat, hogy centralis erd,
vagyis a tomegek 0sszekotd egyenesében hat. Ebbol kovetkezik fiiggetleniil az erétorvény és
a palya alakjatol, hogy a teriileti sebesség allando. A vezérsugar altal 1 masodperc alatt leirt
tertilet:

-
————
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Ez a mennyiség alland6 egy magara hagyott bolygd esetében. A torvény bizonyitdsa
megtalalhatd a Kozépiskolai Matematikai Lapok XIX. kotet. 1959. nov.-1 szaméban a 154.
oldalon. Az 0sszekotd egyenes mentén mikddo erd kovetkezménye az is, hogy a palya v-n és
F-en 4tmend sikban fekszik.

Csak most hasznaljuk fel az erétorvény négyzetes sajatsagat. A bolygé a = fM/r” teljes
gyorsulédsa F fel¢ irdnyul, és van az érintére merdleges dsszetevoje:
fM cosy

rr

A gyorsulds ezen 0Osszetevojét kell egyenldvé tenni a centripetalis gyorsuldssal. Ennek
kiszamitasat ugy végezziik, hogy az ismeretlen alaku gorbe palyat R pontban RO = p sugart
gorbiileti korével helyettesitjiik, tehat a centripetalis gyorsulas v?/p. Egyenlévé téve a teljes
gyorsulds merdleges Osszetevojével:

= K. )

acosy =

fMcosy _ v*
r’ P
Innen a gorbiileti sugar:
2.2
VT
r» fM cosy
Ide behelyettesitjiik (4) alapjan vr értékét:
4K
fM
p=—73—: (5)
cos’ ¥

A szamlalo allando és a nevezdben az irdnyt meghatarozo szog cosinusanak kobe szerepel!
Oriasi eredmény: ez az ellipszis gorbiileti sugara. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a tdmegvonzasi
torvény alapjan létrejovo bolygopalyak ellipszisek (kupszeletek), amelyek egyik fokuszaban a
Nap all.

Szamitasunk eredménye Kepler I. torvénye. Kepler II. torvényét a teriileti sebesség
tétele tartalmazta. Hatra van még Kepler III. torvényének bizonyitasa. (5) alatti
eredményiinkben 4K*/fM = p = b%/a az ellipszis paramétere. Ebbé] a teriileti sebesség:

k=0 |™M
2\ a

Minthogy az ellipszis teriilete wab, ha a bolygo keringési ideje T , akkor a teriileti sebesség:

K ="ab,
T
Egyenldveé téve:
b (M _mab
2Va T°
innen a keringési id6 négyzete:
T2 = 4_712 3
fM

Ez Kepler III. torvénye, amely szerint a keringési 1d6 négyzete aranyos a fél nagytengely
kobével. Igen nevezetes, hogy a kistengely hossza nem szerepel, ettdl fiiggetlen a keringési
1d6. A bolygomozgas egyéb kérdéseire is valaszt kaphatunk képleteinkbdl.

Megjelent a Kozépiskolai Matematikai Lapok XXVIII. kotet 3. szamaban, (1964. évi 3. szam)



