RUGALMAS FONALU INGA LENGESE*

VERMES MIKLOS

Az 1965. évi tanulmanyi versennyel kapcsolatban egy mechanikai probléma vet6édott
fel. A bonyolult mozgasproblémat csak hosszadalmas numerikus szamitissal lehetett
megkozeliteni. A sziikséges szdmitdsokat a MTA Szamitastechnikai Kozpontja Ural II.
szamitdgépen végezte el és ezek a szamitasok érdekes palyagdrbékre vezettek.

Az 1965. évi allami tanulmanyi versenyen szerepelt ez a feladat: Felfliggesztett L
hosszisagu rugora kisméretli testet akasztunk. A rugdt a testtel egyiitt vizszintes helyzetbe
hozzuk (a rugd ekkor nyujtatlan allapotban van) és innen elengedjiik. Mekkora a rugd
megnyuldsa, amikor a test a felfliggesztési pont alatt van? A tomegtelennek tekintett rugora
érvényes Hooke torvénye, amely szerint / megnyulas egyenesen aranyos L eredeti hosszal és
F erével: [ = eLF; e megadott rugoallando.

A feladat megoldéasa elemi uton nem lehetséges. A mozgast leiro differencidlegyenlet
megoldasa nem sikeriilt, ezért a mozgas lefolydsa csak 1épésenkénti numerikus szdmolassal
volt megismerhetd. A szamitasokat a MTA Szamitastechnikai Kozpontja Ural II.
szamitdgépen végezte el. A szamitasok menete a kdvetkezd volt.
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1. abra. A szamitas adatai 2. abra. A palya m =34 gramm
és xo = 50 cm esetében

Legyenek a mozgdé m tomeg koordinadtdi ¢, pillanatban x; és y;, sebességének
OsszetevOi vy €s vy (az 1. abra szerinti irdnyitassal). Ebben az allapotban a fondl megnytlasa

L= +x’ +y! —L,anyujto erd F; = [;/eL. Ennek 6sszetevoi Fixi/ x; + y7 és Fiyi/A/x] + y; .

Ez utébbi levonandd mg stlyerébdl. Az erd x és y irdnyu Osszetevoit elosztva m tomeggel
megkapjuk a gyorsulas ay; €s ay; 0sszetevdit. Amennyiben At id6koz elég rovid, a mechanika
alaptorvényei szerint A¢ 1d6 milva a sebesség OsszetevOi v = vy + axidt és vy = vy + ayi4t,
az 0j koordinatak x, = x; + vadt + adt/2 és yy = yi + vadt + apdf/2. igy az 1. allapot
adataibol kozelité szadmitassal kaptuk meg a 2. allapot adatait, amelyek ezutan alapul
szolgalnak a kovetkezo 1épés elvégzéséhez.

A példaként szerepld rugalmas fonalll inga eredeti hossza L = 50 cm, rugéallanddja e
=107 din. Els6 allapotként az inditas xo = L, yo = 0, vxo = 0, vyo = 0 adatai szerepeltek. Az
1dékoz A4t = 0,01 sec volt, amellyel az Ural II. szamitogép tobb szaz 1épést szamitott végig. Az



egyes adatok 9 szdmjegy pontossagliak voltak; természetesen rajzaink elkészitésekor elegendd
volt az adatokat 3 szamjegyig figyelembe venni és a mozgd tomeg helyét 0,05 sec-onként
felrajzolni. A szamitogép 9 szamjegyes pontossaga a kozelitésbol eredd hibak
tovabbszarmaztatdsa ellen nyUjtott valamelyes biztonsagot. A palyagorbék alakja jol egyezik
a rendes, numerikus szdmolassal kapott eredményekkel (Fizikai Szemle 1966. 1. 26).
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3. dbra. A palya m = 68 gramm 4. abra. A palya m =102 gramm
és xo = 50 cm esetében és xo = 50 cm esetében
Az eredményiil kapott gorbék ellenérzése az
energiamegmaradas torvényével azt mutatta, hogy o L e
rendszeres hibdk adodnak tovabb. Ezért egy Qoo
masodik sorozatban a szamitégép programozasa ez a2
olyan volt, hogy az intervallum végén érvényes ]
sebességosszetevoket hasznalta fel: x; = x| + vyt F e 4
+ axldt2/2 €s Yy = y1 T vyodt + ay1At2/2. Igy viszont 1
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5. abra. A palya m = 34 gramm 6. abra. A palya m = 102 gramm
és xp = 75 cm esetében és xo = 75 cm esetében

ellentétes iranyt hibak keletkeztek, ezért minden esetben mindkét modon végigszamoltuk a
palyat és a koordinatak szamtani kozépértékeit vettiik. Amint az alabbi példa mutatja, igy az
energiamegmaradas torvénye tlirhetd pontossaggal igazolja a szdmitas eredményeit.



Az elsé harom végigszamitott esetben a tomeg a feladat szdvege szerint nyujtatlan
fonallal indult, vagyis ¢ = 0-kor xo = 50 cm, yp = 0 cm. Ha a tomeg m = 34 gramm, a létrejovo
mozgas palyajat a 2. abra tiinteti fel. A fliggéleges helyzeten valo athaladaskor a fonal szinte
kétszeresére nyulik, azutdn a tdmeg majdnem kezdeti magassigaig emelkedik fel, majd
hurkolt palyaval esik vissza. Erdekes, hogy a lengésidé kb. 2,4 sec, holott a 100 cm hossz(
fonalinga lengésideje kb. csak 2 sec, az 50 cm-es ingaé pedig 1,4 sec.

8. abra. A palya m = 102 gramm ¢és x, = 100 cm esetében

A gorbe realitdsat az energiatorvénnyel vizsgalhatjuk meg. 1 = 1,2 sec-kor a tomeg
mélysége az indulasi helyzethez képest 0,738 cm, tehat a nehézségi eré6 munkavégzése mgh =
2,46:10" erg. Ezt a munkavégzést mint a rugalmas és a mozgasi energia Osszegét kell



megtalalnunk. Ebben a baloldali sz¢€1s6 helyzetben a fonal hossza 52,31 cm, a megnyulas 2,31
cm, a rugalmas erd 4600 din és a rugalmas energia 0,53-10* erg. A sebesség 0,01 sec-os
id6kozbol szamitva 44 cm/sec és a mozgasi energia 3,30-10% erg. A két energia Osszege
3,83:10" erg, eltérése a 2,46:10" erg munkavégzéstél 1,37-10% erg, ami a mozgas kdzben
eléforduld 3,4:10° erg maximalis energidhoz képest nem lényeges. Ez mutatja, hogy az
alkalmazott szamitdgépes eljaras elfogadhato palyagorbét ad eredményiil.

A 3. és 4. abra szintén abban az esetben mutatja a mozgas palyajat, ha az indités
nyujtatlan fonallal tortént, de a tdmegek kiillonboztek. A 3. dbra 68 grammos, a 4. dbra 102
grammos tomegre érvényes. Varhaté modon nagyobb tomeg mélyebbre jut le és a visszatérd
hurok szélesedik, a lengésidé hosszabbodik.

Az alkalmazott eljards a feladat eredeti kérdésén tulmenden lehetdvé tette a
palyagorbék megkeresését abban az esetben is, ha az inditds nyujtott fonallal torténik. Az 5.
abra esetében a 34 grammos tdmeget xo = 75 cm-es tavolsagbdl inditjuk, mintegy beldjiik. A
keletkezd palya megértéséhez nem szabad elfelejtentink, hogy 50 cm-nél révidebb fonalhossz
esetében a programozas ugy mukodik, mintha a rugalmas fondl 0Osszenyomasahoz
ugyanakkora, de ellentétes iranyu erd lenne sziikséges, mint nyujtasahoz. A valosagban a
vékony fonal kihajlasa folytdn az Osszenyomdshoz nem sziikséges 1ényegesebb erd. Ha a
tomeg 102 grammos, akkor a 6. dbra szerinti palya keletkezik. Ezekben az esetekben a
mozgas mar nem emlékeztet ingalengésre. Még tavolabbrol, xo = 100 cm-rél inditva a 34
grammos, illetve a 102 grammos tomeget, a 7. és 8. dbrakon lathato palyak keletkeznek.
Ilyenkor a palydk még kevésbé emlékeztetnek ingalengésre, a tomeg inkabb oldalt vagodik ki
€s nem megy annyira mélyre.

A MTA Szamitastechnikai Kozpontja Ural II. szadmitdgépen végezte el a
palyaszamitasokat. Szelezsan Janosnak ¢és Varga Gabriellanak munkdjukért koszonettel
tartozom.

*Erkezett 1967. jan.10.
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