DR. VERMES MIKLOS

Szappanhartyak minimdlfeliiletei

Ismeretes, hogy a folyadék felszine rugalmas hartydhoz hasonloan viselkedik, és
lehetdség szerint minél kisebb feliiletre huizodik 6ssze. Ha drotbol mint élekbdl mértani testek
mintait készitjiik el, és ezeket szappanoldatba martjuk, akkor a drétvaz kiemelése utan
érdekes alakzatokat figyelhetliink meg. Példaul a négy szabalyos haromszogbdl allo tetraéder
esetében a szappanhartya nem a négy oldallapot boritja be, hanem hat egyenlészaru

haromszoget alkot, amelyek alapja a tetraéder 1-1 éle, és amelyek a
tetraéder sulypontjaban taldlkoznak (1. abra). Ha a tetraéder

alapéle a, akkor egy lapjanak teriilete a*+3 /4, négy lapbol allo
teljes felszine pedig a3 = 1,732a%. A tetraéder térbeli
magassaga a2/3, és a sulypont ennek negyedében van, ezért P
talalkozasi pont magassaga az alaplap felett PO = av2/3:4=a
/N24. Az ACP egyenldszari haromszog magassaga DP =

OP’ + OD” ; mivel OD az alaplap magassaganak harmada, OD =
a~3 16, ezért DP = a/+/8 és 1 egyenldszarti haromszog teriilete

a*N2 /8. Tehata 6 egyenlOszari haromszogbol allo szappanhartya teljes felszine 3/4 2-d=

1,0614%, ami valoban kisebb, mint a tetraéder felszine, amely a3, Ilyen kérdésekkel valo
foglalkozast tlizott ki Lapunk egyik palyazatidban, melynek eredménye ebben a szdmban
olvashat6. Lassunk néhany érdekes esetet a szappanhartydbol képzodé minimalfeliiletek

korébol.

Foglalkozzunk a szabalyos haromszog alapu egyenes

guldval (2. abra), melynek alapéle a, és térbeli magassaga OZ = M.
E gulak specialis esete a tetraéder, amikor M = a+/2/3 . Most a
szappanhartya 3 darab, ferde sikban elhelyezkedd egyenldszart
haromszoget (ACP, CBP, BAP) és 3 fiiggdleges siku altalanos
haromszoéget (PCZ, PBZ, PAZ) alkot, amelyek P pontban
talalkoznak. Fiiggetlen valtozénak P pont OP = x magassagat
valasztjuk, €és azt vizsgaljuk, adott gulaban miként valtozik a
szappanhartya teljes felszine, mint x fliggvénye.

Eldszor vizsgaljuk egy fliggdleges €s egy ferde sikii hdromszog
terliletének Osszegét, vagyis példaul PCZ + ACP teriiletet. A
fliggdleges haromszog teriilete két haromszog teriiletének
kiilonbségeként allithato elé: PCZ= OCZ - OCP = OC - M/2 - OC

- x/2, mert mindegyik haromszég magassaga OC = a V3 /3, és az egyiknek M, a masiknak x az

alapja. Hozzaadjuk ACP haromszog teriiletét, amely

a, x* +(a\/§j2

2 6

szorzunk 3-mal, és megkaptuk a szappanhartya teljes felszinét:

2. abra
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Kérdés, adott a és M méretekkel bird gula esetében x mely értéke mellett lesz ez a felszin a
lehet6 legkisebb?

Miel6tt a minimum kereséséhez hozzafognank, nézziikk meg az (1) alatti fiiggvényt, és
vegyliik észre, hogy a gula M magassaga és P pont x magassaga kiilon tagokban fordul eld. Ez
azt jelenti, hogy x azon értéke, amely mellett F felszin a legkisebb, nem fiigg a gtla
magassagatol. Ez mértanilag is konnyen belathatd. Az (1) képletben az els6 két tag az ACP és
OCP haromszogek kiilonbsége, és ez csak P pont x magassagatol fiigg, nem pedig az egész
gula M magassagatol. Ettdl csak a harmadik tagban szerepld haromszog teriilete fligg, amely
viszont x-t6l fiiggetlen. Tehat akarmilyen magas a gula, a szappanhartya alsé 3 haromszoge
ugyanazon magassagban levd P pontban talalkozik. Ezt tobb palyazo észre is vette (Vincze
Imre, Szaszovszky Géza és Torok Adam).

Ezutén keressiik x azon értékét, amely mellett az (1) szerinti hartyafelszin a legkisebb.
Tobbféleképp kereshetjiik. A differencidlszamitds konnytli, automatikus eljarast ad meg a
sz¢lséérték megkeresésére. Ha elemi eljarast kivanunk haszndlni, megfeleld mesterkedésekkel
ugyancsak megtalalhatjuk az (1) fiiggvény sz¢€lsé értékét (lasd Hodi Endre: Széls6érték-
feladatok elemi megoldéasa cimii kdnyvben a 147. oldalon). Azonban most a legegyszeriibb a
kovetkezd ut. A gulak sorozataba beletartozik a tetraéder is, amelyrdl mar tudjuk, hogy a

felszin minimuma x = a/~/24 -nél kdvetkezik be. Minthogy a minimum feltétele nem fligg M

magassagtol, ez az érték mindegyik gulara érvényes, a harom als6, egyenldszaru haromszog

ugyanolyan marad, akdrmilyen magas a gula. (Kivétel, ha M kisebb, mint aiN24 , ekkor a

szappanhartya a 3 felsd oldallapot vonja be; példaul Szaszovszky és Torok figyelték meg ezt.)

Azt hihetnénk, most mar gépies eljaras van birtokunkban, amellyel minden drétkeret-

vaz esetében meg tudjuk allapitani, milyen hartyafelszin alakul ki; tudniillik a legkisebb

felszinli. Pedig a fejtorés csak most kezdddik! Mi tudjuk, hogy a legkisebb felszinnek kell

megvalosulnia, de hogyan csinalja ezt a szappanlé? Matematikust tart, akt elére kiszamitja,

melyik felszinalakzat a legkisebb teriiletii, és a 1¢ azutan megvaldsitja ezt? Biztosan nem igy

torténik, hanem a drotkeret kiemelése kdzben a feliileti fesziiltségbdl szarmazo erdk iranyitjak

a felszin alakulésat, és végiil ennek az eredményét észleljiik. De biztos az, hogy ily moédon

ugyanaz az alakzat jon 1étre, amelynél a felszin minimdlis? A tetraéder péld4jan tisztazzuk ezt

a kérdést.

A feliileti fesziiltségbdl szarmazd erd a keriiletre merdlegesen, a feliilet sikjaban befelé

haz. Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy élben 3 sik hartyafeliilet taldlkozik, ezek feltétlentil 120°-

os lapszoget alkotnak (3. 4abra). Csak igy johet létre a harom, feliiletekben

hazo erék egyensulya. A 120°-os lapszog kovetelménye fiiggetlen a feliiletek

alakjatol, nagysagatol, mert a feliileti fesziiltség is fiiggetlen ezektdl. Eszerint

egy Uj alaptételink van: harom hartyafeliilet lapszogének 120°-120°

3. 4bra nagysdgunak kell lennie. Amikor a drotvazat kihuzzuk a szappanoldatbol, a

feliileti fesziiltségbol szarmazo erdk gy vezetik a sikok elhelyezkedését,

hogy ez a lapszogtorvény teljesiiljon. Nézziink ra tetraéderiinkre példaul M térbeli magassag

folytatasanak iranyabol: belathato, hogy a hartyafeliiletek valoban 120°-0s lapszogek szerint

helyezkednek el, -- és ugyanez érvényes mindegyik térbeli magassag koriil. Tehat a
tetraédernél egyszerre teljesiil a minimalis felszin és a 120°-os lapszog kovetelménye.

Néhany kiegészitd megjegyzés: A kozismert karika-fonal kisérletnél is konnyen érthetd, hogy a teriilet-
feltétel és erd-feltétel egyezerre teljesiil. (4. abra.) A fonal egyik oldalan fesziild szappanhartya koriv alaktra
hizza be a fonalat, mert ekkor legkisebb a felszin. Ugyanekkor a fondl mentén mas és mas iranyban hatnak a
feliileti fesziiltségbdl szarmazd erdk, ezért beldliik a fonal hossza mentén a fonalat feszitd eré szarmazik,
amelynek nagysaga az iv gorbiiletétdl fiigg. Minthogy a koriv gorbiilete mindeniitt ugyanaz, a fonal hosszaban



4. abra

fellépd feszitderd is ugyanaz a fonal minden pontjaban, ami az egyensuly
feltételé. Ha a koriv alakja mddosulna egyrészt megnovekedne a felszin, masrészt
megbomlana a fonal mentén az egyensuly a fonal eltér6 gorbiiletei kovetkeztében.
Egyes mértani testeknél az is varhato, hogy mas és mas helyzetben emelve ki a
drotvazat az oldatbol, mas formaju lesz a hartyaalakzat, mert masképp fognak
hozz4 az er6k a felszinek egyensulyi helyzetének kialakitasahoz. (Szaszovszky és
Torok figyeltek meg ilyet.) A haromoldala guldhoz hasonldéan a négyzet-, 6tszog-
stb. alapt guléknal is végezhetiink szamitast (lasd az ebben a szdmban kitlizott
feladatokat).

Még megvizsgalunk egy-két alakzatot, kozottik elsének az

oktaédert (5. abra). Az oktaéder szappanoldatbol kiemelt drotvazara igen érdekes hartya
fesziil: a kozéppontbdl a csticsokhoz egy-egy deltoidlap indul, a deltoid hosszabb éle és az
oktaéder oldalélei kozott 3-3 egyenldszara haromszog helyezkedik el. Az idom megértése

5. abra

eléggé probara teszi a térszemléletet. Legjobb abbol
kiindulni, hogy az oktaéder K kozéppontjabol az
oktaéder minden masodik oldallapja felé merdleges
egyenes indul; ennek KS = x hosszat fogjuk
fiiggetlen valtozonak tekinteni. Ez a négy, egyenként
x hosszusdgli tavolsdg ugy helyezkedik el a
kozéppont koriil, mint a szénatom négy vegyértéke
az atommag koriil, vagyis mint egy tetraéder
kdzéppontjabol a csucsok felé hiizott egyenesek. E 4
darab x hosszlsagu tavolsag O, R, S, T végpontjait
egyenesekkel kotjik Ossze a legkozelebbi harom
oktaédercsucsponttal. gy 6 deltoid keletkezik
(KSYT, KTHQ, KQXR stb.), amelyek kozil két-két
szembenfekvd sikja merdleges egymasra. A
deltoidok ¢ hosszusagu hosszabb oldalai (példaul SY
= ¢) az oktaéder éleivel egyenldszaru haromszogeket

alkotnak (SJY, SIJ, STY stb.). Az oktaéder mindegyik
¢le felé vezet egy ilyen egyenldszari haromszog. Ha
az alakzatra az oktaéder egyik lapja feldl tekintlink
rd, akkor kétféle latvanyban lehet résziink. Négy lap
(példaul JGX) feldl ratekintve harom egyenldszart
haromszogbdl allé bemélyedést latunk, a masik
négy lap (példaul GHX) feldl ratekintve egy mély
treget latunk, amelyet felvaltva hatarol 3
egyenlészaria haromszog €s 3 deltoid.

Keressiik, hogy x mekkora értéke mellett lesz az
oktaéderben kialakul6 hartyafelszin teriilete a lehetd
legkisebb. Ragadjuk ki az oktaéder fiiggdleges
sikmetszetének also felét, UYV-t (6. abra). Ebben
benne fekszik a KSYT deltoid. Ennek x oldala

ugyanazt a ¢ szoget zarja, be a KY tengellyel, mint amekkora két szomszédos oktaéderlap
lapszogének a fele, példaul YUK<). Errdl a szogrdl ismeretes, illetve konnyen kiszamithato,

hogy singp = +/2/3,éscos¢p = 1/\/5, mert KY = a\/a/2, ¢s UK = a/2. A deltoid teriilete

a

0,5-KY -ST =

A deltoid hosszabb oldala
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6. dbra
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Attérve az egyenldszari haromszogre, melynek alapja a és szara c, e hdromsz6g magassagara

Pythagoras-tétellel a
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Az oktaéderben kialakul teljes hartyafelszin 6 deltoidbdl és 12 haromszogbdl all, vagyis

2
F:2\/§-ax+6a-\/%—\/%-ax+x2. 2

Ennek minimumat ugy talaljuk meg, hogy 4-gyel osztjuk, és alkalmazzuk ezt a helyettesitést:
x=—E&+a/\6 . Ennek elvégzésével:

F 4 a\/§ 3a , a’
—=— [T+ —.
4 242 2 2 12
Ennek a valtozo része megegyezik (1) valtozé részével, tehat szélsdéértéke is ugyanakkor van,
a

. a a a
vagyis, ha & = ,de akkor x = - — +— = —.
i J24 V24 J6 24

a
hartya minimumanak feltétele, hogy x = SK = — legyen. Mivel
Y gy m gy

eredményt kapjuk, teriilete pedig

Tehat az oktaéderben keletkezo

WK=%-sin(p:£- 2_ 2

2 V3 24’

tehat S-pontnak , x végpontjanak az oktaéderlap kozéppontjatol valo tavolsaga a kozéppont és

az oktaéderlap tavolsdganak felében van, igy WS = x = ﬁ. Ez igen nagy eredmény: azt,

jelenti, hogy idomunk harom egyenlOszari haromszoge ugyanolyan alaku, ahogyan azt a
tetraédernél és a szabalyos haromszogalapu gula alaplapjanal megismertiik. Ebbdl kovetkezik,
hogy minden lapszog 120°-0s, és a felilletminimum feltétele ugyanarra vezet, mint az
erdegyensuly feltétele.

Az oktaéderben keletkez6 hartyafelszin nagysagat a minimum esetében megkapjuk, ha x = a/+/24 -et
helyettesitink (2)-be; az eredmény 2+/2 a*. Az oktaéder 8 lapjanak teljes felszine 2+/3 4, ami az elébbinél
nagyobb. A palyazok koziil Janossy Andras, Janossy Istvan, Kulin Gyorgy és Lipcsey Zsolt munkakozossége
helyesen ismeri fel, hogy a kisebb deltoidatld hossza az oldalél harmadrésze (amint az elébbi x-értékiinkkel
azonnal kovetkezik).

Kovetkezik a kocka esete. Itt kozépen kis négyzet alakul ki, amelyhez 8 trapéz
csatlakozik (példaul, 1, 2, 10, 9) és ezek kozé fiiggdlegesen 4 egyenldszarti haromszog all be
(példaul 2, 6, 10). Valasszuk fliggetlen valtozonak a kis négyzet oldalhossziisagét (7. ébra).

a—Xx

2 2
Ekkor a trapézek magassaga \/ [ J + (%J , a haromszogek magassaga 4 ; al A2, 6sa

hartya teljes felszine

F:x2+2(a+x)-\/2a2—2ax+x2+\/E-a(a—x). 3)



A sz@lsdérték keresése harmadfoku egyenletre vezet. Ha F-et mint x fliggvényét grafikusan
abrazoljuk, a rajzban x = 0,073a-ndl jelentkezik egy gyenge minimum. Ekkor a felszin
4,242534* volna. Ezt a minimumot talalta grafikus abrazolassal a Janossy-féle munkacsoport.
Ha a 120°-o0s lapszdgek torvénye alapjan indulunk el, arra az eredményre jutunk, hogy a kis
négyzet sarkabol kiinduldé él mentén akkor taldlkozik a
harom sik (2 trapéz és 1 haromszog) 120°-os lapszogekkel,
ha a kis négyzet élhosszusdga nulla, vagyis ha nincs
kozépen négyzet, és az egész felszin 12 haromszoggé
egyszeriisodik. Ilyenkor a hartyafelszin 4,242664°, vagyis
egy kicsit tobb, mint eldbb. Eszerint a kockdnal nem
teljesiilhet egyszerre a legkisebb felszin €és az erdegyensuly
J,  feltétele. Es mit csindl a szappanhértya? A felsorolt két eset
koziil egyiket sem valasztja. A kis négyzet kialakul, de
1 2 ] ¢lhossza 5 palyamunka egybehangzo6 adatai szerint 0,2a és
0,3a kozott van. Hogyan lehet ez? Minden valosziniiség
szerint az élek és feliiletek kis mértékben gorbiiltek és olyan
alakzat keletkezik, amelynél egyszerre teljesiil mindkét
torvény. Erdekes az I. Istvan gimnazium fizikai szakkorének megfigyelése: ha a kockéban
drotbol megvan egy testatlo, akkor a 12 haromszdgbdl allo felszin jon 1étre.

Ez a probléma vezet utols6 példankhoz, amely gorbiilt minimalfeliilet. Két
parhuzamos drotkarikdbol allo szerkezetet martunk szappanlébe, az idomot kiemeljiik a
folyadékbol, és a kozépen keletkezd korlapot atszurjuk, hogy csak a paldst mentén maradjon
hartya. Gorbe felszin alakul ki a két drotkarika kozott, ugynevezett katenoid. llyen felszint
kapunk, ha egy lancgdrbét forgatunk az x-tengely koriil. Bebizonyithat6, hogy ez a felszin
kisebb, mint a hengerpalast felszine. Bar egyenes alkotok helyett gorbékkel rendelkezik, de a
feltilet a kozépsik felé kozelebb huzodik a tengelyhez, és igy adodik, hogy a gorbiilt feliilet
teriilete kisebb, mint a hengerpalasté. Es mi van az erdk egyensilyaval? Gorbiilt hartyanal a
feltileti fesziiltségek ereddje a homoru oldal felé iranyuld nyomast hoz 1étre. A mi esetiinkben
mi egyenstlyozza ki ezt a nyomast? Az az érdekes koriilmény all fenn, hogy mindkét oldalon
egyenld légnyomds mellett csak olyan gorbiilt hartya létezhet, amelynek két egymasra
merdleges metszete koziil a felszin az egyikben domboru, a masikban homoru. Ilyen furcsa
alakzat a mi feliiletliink is. Oldalmetszetben vizsgalva a felszin kiviilr6l nézve homora. De
nézzik feliillrdl a felszin ugyanezen pontjat: azt latjuk, hogy ez a pont egy koralaka
feliletmetszeten fekszik, és most beliilrdl latszik homortnak a felszin ugyanazon pontja. A
kétiranyl gorbiiltségbdl szarmazod nyomasok ellentétesek, és kiegyenlitik egymast, mert a
kétiranyu gorbiiltség abszolut értékben megegyezik. Igy alakul ki a két drotkarika kozott a
lancgorbe-forgasfeliilet, amely a legkisebb felszin, és egyszersmind eleget tesz az
erdegyensuly feltételének is. Ha a kozépen eredetileg kialakulo korlapot nem tavolitjuk el
atszurassal, két, egymassal szogben talalkoz6 gorbiilt feliilet jon 1étre.

Ez a vazlatos attekintés mutatja, hogy a szappanhartyadkrol sz6l6 palyazat milyen
érdekes problémakat érintett. Valdszinli, hogy a palyazat lezardsa ez esetben olvasodink
korében nem a munka végét, hanem ujabb érdekfeszito kutatasok kezdetét jelenti.
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7. abra

A szappanhartyak minimalfeliileteirél sz616 palyazat eredménye

A palyazat szép eredménnyel zarult: 7 dolgozat érkezett be és mindegyikrél megallapithatod, hogy a
szerzok nagy érdeklddéssel, szorgalommal dolgoztak, élvezték felfedezéseik oromét. A bekiildott munkakat szép
fényképek, rajzok, grafikonok gazdagitottak.

L. helyezést és 200 Ft jutalmat nyert Vincze Imre dolgozata (Budapest XVIII., Hengersor u. gimnazium).
Magas elméleti bevezetés utan kisérleti berendezését ismerteti. Az idomok élhosszusagait leginkabb kivetitve
mérte. Igen sok mérést végzett haromszog- és négyszogalapu gulaknal, hasaboknal, valamennyi szabalyos testnél



és két kornél. A szélséérték kialakulasat legtobbszor matematikailag is vizsgalta. Felismeri a haromszogalapu
gulak szabalyat. A dolgozat igen terjedelmes és gondos munka. Talan nagyobb mértékben hajszolta a mérések
pontossagat, mint ahogyan az adott esetben realis volt.

II. helyezést és 100-100 Ft jutalmat nyert két palyamunka.

Janossy Andras, Janossy Istvan, Kulin Gyorgy és Lipcsey Zsolt (Budapest, 1., Petéfi gimnazium)
munkakdzdssége helyes fizikai érzékkel a 1ényeges problémak fel¢ fordult, és a viszonylag rovid dolgozatban
tobb értékes eredményt ért el. A tetraéder esetét matematikailag targyaltdk. Az oktaédernél és kockanal grafikus
modszerrel keresték a minimum feltételét, és felismerték a kocka mért adatanal mutatkozo ellentmondast.

Szaszovszky Géza és Torok Adam (Budapesti Piarista Gimnazium) 10 fényképpel illusztralt
dolgozatukban felismerik a haromszogalapu gulakra érvényes szabalyt, j6 megallapitasokat tesznek a kockarol,
Otsz0g, hatszog alap hasabokrol. Vizsgaltak gorbiilt feliileteket is. Dolgozatuk felfedezéseikrdl irt élvezetes
élménybeszamolo.

Dicséretet és jutalomkonyvet kapott a budapesti I. Istvan gimndzium fizikai szakkorének dolgozata. 16
igen szép fényképpel ellatott dolgozatukban helyes megallapitasokat tesznek a tetraéderrdl, haromszog alapu
hasabrol, kockardl, oktaéderrdl stb.

Foldeaky Maria (Budapest, VIII. Sagvari Endre Gimnazium) munkéjaban a kockaval, tetraéderrel,
oktaéderrel stb. foglalkozik, és érdekes atmeneti alakzatokat ir le.

Hoppal Katalin és Szenkovszky Adrienne (Nagykanizsa, Landler Jend gimnazium) a tetraéderrel és
oktaéderrel foglalkoznak. Mérés alapjan helyesen rogzitik az oktaéderben keletkezé idom méreteit.

Gyovai Erzsébet és Kerekes Irén (Makd) dolgozatukban a tetraéderrel és kockaval foglalkoznak,
eredményeiket rajzban is feltiintetik.

Megjelent a Kozépiskolai Matematikai Lapok XXIV. kotet 1-2. szamaban, (1962. évi 1-2. szam)
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